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(*) Οι σημειώσεις αυτές συνοψίζουν τα βασικά σημεία της παρουσίασης PLH22_OSS4_slides_2015_2016 που 

είναι διαθέσιμη στο study.eap.gr 
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Πρόσθετα παραδείγματα 

 

ΘΕΜΑ 2/ΓΕ5/2012-13 

Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με έννοιες και αλγόριθμους που εφαρμόζονται σε γραμμικούς 

κώδικες ελέγχου σφάλματος.  

Σχετικές ασκήσεις: Θ3/ΓΕ5/2011-12, Θ4/ΓΕ5/2010-11, Θ4/ΓΕ5/2009-10, Θ5/ΕΞ2009A και Θ5/ΕΞ2010Β  

Δίνεται κώδικας Ηamming μήκους 7 με πίνακα ισοτιμίας τον ακόλουθο: 

 

1 2

3

1      α      α

0      1      1

1      α     0

1      1      1

1      0      0

0      1      0

0      0      1

H

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Ζητούνται τα ακόλουθα:  

(α) Να προσδιοριστούν τα α1, α2, α3,  

(β). Να βρεθεί ο γεννήτορας πίνακας G. 

(γ). Δείξτε ότι η λέξη  

𝑠 = [1 0 0 1 0 0 0]   

δεν είναι κωδική λέξη του κώδικα. 

(δ). Nα σχηματίσετε την Τυπική Διάταξη Αποκωδικοποίησης (ΤΔΑ) για ΠΑΜΠ και ΑΑΜΠ 

(ε).Να βρεθούν τo σύνδρομο και το πρότυπο σφάλματος που αντιστοιχούν στη ληφθείσα λέξη  𝑟 =

[1 0 1 1 0 0 1]  

η οποία αποκωδικοποιείται στη συνέχεια στην κωδική λέξη  

𝑧 = [0 0 1 1 0 0 1]  

Ενδεικτική Μεθοδολογία: Να υπολογίσετε πρώτα τους άγνωστους συντελεστές και έπειτα τον πίνακα 

G σύμφωνα με τον ορισμό του. Τα υπόλοιπα μεγέθη είναι εφαρμογές των  ορισμών τους και της 

σχετικής θεωρίας. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ   

α).  Επειδή ο κώδικας είναι Ηamming μήκους n=7, ο πίνακας ελέγχου ισοτιμίας Η πρέπει να απαρτίζεται 

από όλες τις δυνατές μη μηδενικές λέξεις μήκους r=3 (βλ. τον ορισμό κώδικα Hamming,  σελ. 151 

βιβλίου, Ορισμός 4.6) αφού ισχύει  

𝑛 = 2𝑟 − 1 = 7 

Επομένως η απόστασή του είναι d=3 και η διάστασή του είναι k=4. 

Α! τρόπος. 

 

Με απλή παρατήρηση των γραμμών του H βλέπουμε ότι οι παραμετρικές γραμμές αντιστοιχούν στις 

λέξεις 101 και 110 οπότε, λόγω και της θέσης των παραμέτρων α1, α2, α3 στις παραμετρικές λέξεις θα 

έχουμε: 

α1=0, α2=1, α3=1. 

 

 

Β! τρόπος 

Για να υπολογίσω τους άγνωστους συντελεστές του πίνακα θα χρησιμοποιήσω τον κανόνα 

υπολογισμού της απόστασης του με τη χρήση του πίνακα ελέγχου ισοτιμίας, δηλαδή τον ελάχιστο 

αριθμό γραμμών του πίνακα των οποίων το άθροισμα είναι 0.  

 

Βήμα 1ο 

Χρησιμοποιώ τις γραμμές 3η, 4η, 7η  

       3
1          0 1      1      1 0      0      1 0      0      0     

 

3
1   

Επομένως ο πίνακας ισοτιμίας του κώδικα διαμορφώνεται ως 
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1 2
1      α      α

0      1      1

1      1      0

1      1      1

1      0      0

0      1      0

0      0      1

H

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Βήμα 2ο 

Χρησιμοποιώ τις γραμμές 1η, 2η, 3η  

 

[1 𝛼1 𝛼2] + [0 1 1] + [𝟏 𝟏 0] = [0 0 0] 

[1 + 0 + 1 𝛼1 + 1 + 𝟏 𝛼2 + 1 + 0] = [0 0 0] 

𝜶𝟏 = 𝟎 𝜶𝟐 = 𝟏 

Τελικά ο πίνακας ισοτιμίας του κώδικα διαμορφώνεται ως 

1      0      1

0      1      1

1      1      0

1      1      1

1      0      0

0      1      0

0      0      1

H

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

β).  Όπως γνωρίζω δεδομένου ότι ο πίνακας ισοτιμίας Η είναι 7x3 και της μορφής 𝛨 = [
𝛭
𝛪
]  με  

𝛭 = [

1 0 1
0 1 1
1
1

1
1

0
1

] 

Ο γεννήτορας πίνακας 𝐺 = [𝐼 𝑀] διάστασης 4x7 θα δίνεται ως 

𝐺 = [

1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1 1
0
0

0
0

1 0 1 1 0
0 1 1 1 1

] 
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γ).  Γνωρίζω ότι για να ανήκει η λέξη s στον κώδικα, θα πρέπει να ισχύει 𝑠 ∙ 𝐻 = 0 («Θεωρία 

Πληροφορίας», σελ. 145) και επομένως 

𝑠 ∙ 𝐻 = [1 0 0 1 0 0 0] ∙

[
 
 
 
 
 
1 0 1

0 1 1
1

1
1

0

0

1

1
0

1

0

0

1
0

0

1]
 
 
 
 
 

= [0 1 0] 

Aφού το παραπάνω κριτήριο δεν ισχύει, η λέξη s δεν ανήκει στον κώδικα C. 

 

δ). Για το σχηματισμό της ΤΔΑ, πρέπει να βρούμε για κάθε συνομάδα το σύνδρομό της και το πρότυπο 

σφάλματος ελάχιστου βάρους, δηλαδή τον οδηγό της συνομάδας.  

Δεν είναι όμως απαραίτητο να προσδιορίσουμε κάθε συνομάδα, αρκεί να δοκιμάσουμε τις λέξεις με 

μικρό βάρος για να οδηγηθούμε στο ζητούμενο.  

Πρώτα εξετάζουμε τις λέξεις βάρους 1, δηλαδή τις λέξεις 0000001, 0000010, 0000100, 0001000, 

0010000, 0100000 και 1000000: 

 

[0 0 0 0 0 0 1] ∙ 𝐻 = [0 0 1] 
[0 0 0 0 0 1 0] ∙ 𝐻 = [0 1 0] 
[0 0 0 0 1 0 0] ∙ 𝐻 = [1 0 0] 
[0 0 0 1 0 0 0] ∙ 𝐻 = [1 1 1] 
[0 0 1 0 0 0 0] ∙ 𝐻 = [1 1 0] 
[0 1 0 0 0 0 0] ∙ 𝐻 = [0 1 1] 
[1 0 0 0 0 0 0] ∙ 𝐻 = [1 0 1] 

 

Παρατηρούμε ότι έχουμε λάβει όλα τα δυνατά σύνδρομα αφού το σύνδρομο [0 0 0] συμπεριλαμβάνεται 

πάντα και επομένως  

 

ΤΔΑ ΓΙΑ ΠΑΜΠ ΤΔΑ ΓΙΑ ΑΑΜΠ 

[0 0 0 0 0 0 1] 

[0 0 0 0 0 1 0] 

[0 0 0 0 1 0 0] 

[0 0 0 1 0 0 0] 

[0 0 1 0 0 0 0] 

[0 1 0 0 0 0 0] 

[1 0 0 0 0 0 0] 

[0 0 0 0 0 0 0] 

 

[0 0 1] 

[0 1 0] 

[1 0 0] 

[1 1 1] 

[1 1 0] 

[0 1 1] 

[1 0 1] 

[0 0 0] 

[0 0 0 0 0 0 1] 

[0 0 0 0 0 1 0] 

[0 0 0 0 1 0 0] 

[0 0 0 1 0 0 0] 

[0 0 1 0 0 0 0] 

[0 1 0 0 0 0 0] 

[1 0 0 0 0 0 0] 

[0 0 0 0 0 0 0] 

[0 0 1] 

[0 1 0] 

[1 0 0] 

[1 1 1] 

[1 1 0] 

[0 1 1] 

[1 0 1] 

[0 0 0] 

 

 

Παρατηρούμε ότι για κώδικες Hamming οι Τυπικές Διατάξεις Αποκωδικοποίησης (ΤΔΑ) για ΠΑΜΠ και 

ΑΑΜΠ "συμπίπτουν" 
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ε). Για να προσδιορίσουμε το πρότυπο σφάλματος που χρησιμοποιήθηκε στην αποκωδικοποίηση, θα 

εφαρμόσω τον τύπο της σελ. 143 του βιβλίου «Θεωρία Πληροφορίας και Κωδικοποίησης»  

 

𝜀 = 𝑟 + 𝑧 

𝜀 = [1 0 1 1 0 0 1] + [0 0 1 1 0 0 1] = [1 0 0 0 0 0 0] 
 

Το πρότυπο αυτό σφάλματος αντιστοιχεί στο σύνδρομο [1 0 1] όπως προσδιορίζεται και από την ΤΔΑ στο 

προηγούμενο ερώτημα.  

 

Εναλλακτική απάντηση (που συζητήθηκε στην ΟΣΣ): Εφόσoν δεν το περιορίζει η εκφώνηση, μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί ο πίνακας ΤΔΑ που προέκυψε στο προηγούμενο ερώτημα:  

Έχουμε: 

rH=[1 0 1 1 0 0 1] x H = 101 

που αντιστοιχεί στο πρότυπο [1 0 0 0 0 0 0] από τον πίνακα ΤΔΑ. 

 

ΘΕΜΑ 4 /ΓΕ5/2009-10 

Στόχος της άσκησης είναι η εξοικείωση με έννοιες και αλγόριθμους που εφαρμόζονται σε 

γραμμικούς κώδικες ελέγχου σφάλματος. Σχετικές ασκήσεις: Θ3/ΓΕ5/2008-9. 

Θεωρούμε τον δυαδικό κώδικα ο οποίος προκύπτει από τις παρακάτω σχέσεις 

1)  x0 = u1 u2 u3,   

2)  x1 = u0 u1 u2,  

3)  x2 = u0 u1 u3,   

4)  x3 = u0 u2 u3,   

5)  x4 = u0,   

6)  x5 = u1,   

7)  x6 = u2,   

8)  x7 = u3  

Τα xi, i=0,1,…,7 είναι τα ψηφία του κώδικα που προκύπτουν από την κωδικοποίηση 

4 bits πληροφορίας uj, j=0,1,2,3 
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(α) Είναι ο κώδικας συστηματικός; Είναι ο κώδικας γραμμικός; Εάν ναι, ποια είναι η 

διάστασή του και ποιος ο ρυθμός του κώδικα; 

(β) Βρείτε το γεννήτορα πίνακα G καθώς και τον πίνακα ισοτιμίας H. 

(γ) Βρείτε την ελάχιστη απόσταση dmin, του κώδικα. Πόσα λάθη ανιχνεύει και πόσα 

διορθώνει; 

(δ) Βρείτε το δυϊκό κώδικα C. Τι παρατηρείτε σε σχέση με τον κώδικα C; 

{Υπόδειξη: Για να βρείτε πώς συνδέονται οι δύο κώδικες αρκεί να δημιουργήσετε τις 

κωδικές λέξεις μέσω των γεννητόρων πινάκων και να τις συγκρίνετε μεταξύ τους.} 

Ενδεικτική Μεθοδολογία: Για την απάντηση του πρώτου ερωτήματος εξετάζουμε αν 

πληρούνται οι αντίστοιχες ιδιότητες. Για τον προσδιορισμό του γεννήτορα πίνακα 

λαμβάνουμε υπόψη αν ο κώδικας είναι συστηματικός και δημιουργούμε μια βάση, δηλαδή 

ένα γραμμικώς ανεξάρτητο υποσύνολο του κώδικα. Για την απάντηση του ερωτήματος 4, 

λάβετε υπόψη ότι οι στήλες του πίνακα ισοτιμίας Η του κώδικα C αποτελούν βάση του 

δυϊκού κώδικα C. 

 

Απάντηση 

 

1. Ο κώδικας είναι συστηματικός δεδομένου ότι τα ψηφία πληροφορίας u0 - u3 περνούν αυτούσια στον 

αποκωδικοποιητή αφού καταλαμβάνουν αντίστοιχα τα ψηφία x4 – x7 της κάθε κωδικής λέξης. Ο 

κώδικας είναι γραμμικός γιατί όλες οι εξισώσεις από τις οποίες ορίζεται είναι γραμμικές. Η διάσταση 

του κώδικα είναι k=4 δεδομένου ότι κωδικοποιούμε 4 ψηφία πληροφορίας και ο κώδικας είναι 

συστηματικός οπότε οι γραμμές του γεννήτορα πίνακα είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Τέλος ο ρυθμός 

του κώδικα είναι k/n=4/8=1/2.Παρακάτω παρατίθεται ενδεικτικά το διάγραμμα του κώδικα (δεν 

ζητείται από την εκφώνηση) 
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2. Ο γεννήτορας πίνακας G θα είναι της μορφής [Μ I] καθότι τα ψηφία πληροφορίας καταλαμβάνουν 

τις 4 τελευταίες θέσεις της κάθε κωδικής λέξης. Για το λόγο αυτό μπορούμε να δημιουργήσουμε τον 

γεννήτορα πίνακα με γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα βάσης δημιουργώντας τον μοναδιαίο πίνακα 

Ι4x4 στο τέλος του G και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις της άσκησης για να βρούμε τον Μ4x4. Έτσι έχουμε, 
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Άρα ο πίνακας ισοτιμίας Η που προκύπτει είναι 
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3. Η ελάχιστη απόσταση dmin του κώδικα θα προκύψει από τον πίνακα ισοτιμίας Η. 

Παρατηρούμε ότι dmin > 2 διότι δεν υπάρχουν δύο ίδιες γραμμές στον πίνακα Η. Επίσης παρατηρούμε 

ότι dmin > 3 διότι . Όλες οι γραμμές του Η έχουν περιττό αριθμό ‘1’. Παρατηρούμε λοιπόν ότι dmin = 4 

διότι μπορούν να βρεθούν 4 γραμμές του Η που το άθροισμά τους να είναι 0, π.χ. η 1η, 2η, 3η και 6η 

γραμμή ή 2η, 3η, 4η και 5η γραμμή κ.ο.κ. 

Έτσι λοιπόν ο κώδικας ανιχνεύει 3 λάθη και διορθώνει 1 λάθος. 

 

4. Γνωρίζουμε ότι οι στήλες του πίνακα ισοτιμίας Η του κώδικα C αποτελούν τα διανύσματα βάσης του 

δυϊκού κώδικα C και άρα δημιουργούν τον γεννήτορα πίνακα G του δυϊκού κώδικα C.  

Δηλαδή έχουμε ότι  
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Χρησιμοποιώντας τους δύο γεννήτορες πίνακες μπορούμε να δούμε ότι δημιουργούν τον ίδιο κώδικα. 

Δηλαδή ο κώδικας C και ο δυϊκός του κώδικας είναι ίδιοι. Ένας κώδικας που ταυτίζεται με τον δυϊκό του 

λέγεται αυτοδυϊκός. 

 


